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Definisjoner pa firkanter |

laereboker

Innledning
«Nar jeg bruker et ord, betyr det ngyaktig det
jeg bestemmer at det skal bety — verken mer
eller mindre.» - Humpty Dumpty

Forestill deg at du er pa Jaren i Rogaland og
skal handle ingredienser til en eplekake. Du gir
til gronnsakhandleren og ber om a fa en pose
med epler. Du far posen, men nar du kikker
oppi, oppdager du at den ikke inneholder epler,
men poteter!

I Norge er det stort sett enighet om at ordet
eple star for en sot og syrlig frukt som vokser
pé treer. Blant jerbuer er det derimot vanlig
at ordet eple ogsd benyttes om en anvende-
lig gronnsak som vokser i jorden, og som ofte
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Figur 1

omtales som potet. Som eksempelet viser, er det
ikke alltid enighet om hva betydningen til et ord
er, noe som kan fore til forvirring.

Mangel pé enighet om hva som ligger i et
ord, er ogsa til stede i matematikken. La oss na
tenke at vi gar inn i en matematikkbutikk og ber
om 4 fa en pose trapeser. Hvilke av firkantene' i
Figur 1 ville vi fatt med oss i posen?

Det kommer helt an pa hvilken definisjon
matematikkforhandleren har pa trapes. Dersom
han definerer trapeset som «en firkant med ngy-
aktig to parallelle sider», vil vi bare fa med oss
firkant d. Definisjonen ekskluderer firkantene g,
b og c, fordi disse har mer enn to parallelle sider.
Matematikkforhandleren kan ogsé definere tra-
peset som «en firkant med minst to parallelle
sider». Na vil vi fa med oss béde firkant a, b, ¢
og d siden definisjonen inkluderer figurene som
har mer enn to parallelle sider.
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Selv om innholdet i posen blir forskjellig alt
etter hvilken matematikkforhandler du gar til,
er det ingen av dem som tar feil (de Villiers,
1994, 2010). Det er imidlertid stor variasjon i
hvilken type definisjon som blir brukt pa nett-
sider, i leereverk og i ordbeker. I det matema-
tiske fagmiljoet er det mest vanlig & definere et
trapes inkluderende (Usiskin & Griffin, 2008).
En studie av amerikanske leerebgker (Usiskin
& Griffin, 2008) viste imidlertid for eksempel at
de fleste av leerebokene benyttet ekskluderende
definisjoner. I en matematisk ordbok utgitt av
det russiske utdanningsdepartementet presise-
res det at trapeset har to sider som er parallelle,
og at de andre to ikke er parallelle (Romanov et
al., 2003, s. 154). Den nettbaserte ordboka Wol-
fram MathWorld lar veere & presisere om trape-
set har neyaktig eller minst to parallelle sider
(Weinstein, 2023), mens matematikk.org (2003)
presiserer at trapeset har minst to parallelle
sider. Denne dualiteten i definisjon av begrepet
trapes kan veaere forvirrende for bade elever og
leerere, saerlig dersom forskjellige definisjoner
for samme element blir brukt om hverandre.

I Norge har tradisjonelt sett leerebekene i
matematikk hatt stor innvirkning pé lerernes
undervisning (Alseth et al., 2003; Kongelf, 2015;
Mullis et al., 2012), og det er rimelig & anta at
leerebokenes definisjoner er de definisjonene
elevene blir gjort kjent med (Zaslavsky & Shir,
2005). Johansson (2017) viser ogsd at leerebo-
kene er med pé a legge foringer for pedagogiske
valg leerere gjor, og Bolstad (2020) viser at leerere
synes det er vanskelig & lgsrive seg fra innhol-
det bokene legger opp til. Leerebokene spiller
med andre ord en rolle for bdde hva som blir
tatt opp i undervisningen, og hvordan det blir
tatt opp. Kongelf (2015) har forsket pa kvaliteten
pé innholdet i norske matematikkleerebaker, da
knyttet til algebra. Der konkluderes det blant
annet med at leerebokene inneholder «feilaktige
formuleringer, illustrasjoner og matematiske
resonnement, som legger forholdene til rette for
utvikling av misoppfatninger» (s. 83).
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Med dette som bakteppe ensket vi & under-
soke om norske matematikklaerebgker har kor-
rekte definisjoner pa firkanter, eller om det ogsé
her er formuleringer som er misvisende. Er det
en felles forstaelse for hvordan firkanter define-
res pé tvers av norske leereverk, eller eksisterer
det en eple-/potetproblematikk? Artikkelens
forskningsspersmal ble dermed:

Hvordan defineres firkanter i norske matema-
tikklereboker for grunnskolen?

Teori

Matematiske definisjoner

For at et begrep skal gi mening, trenger vi gode
definisjoner. Men hva er en god definisjon?
Winicki-Landman og Leikin (2000) har fore-
slatt noen prinsipper som ber gjelde for mate-
matiske definisjoner, blant annet:

~ A definere er & gi navn til et begrep.

- For a definere nye begrep kan bare tidligere
definerte begrep brukes.

- En definisjon har med nedvendige og til-
strekkelige betingelser for begrepet.

- Definisjonen ber inneholde sa fa
betingelser som mulig.

I tillegg understreker Poincaré (1914) at nar vi
arbeider med elever, er det et ekstra punkt som
ma vektlegges — definisjonen ma formuleres pa
en mate som elevene har mulighet til & forsta.

Nodvendige og tilstrekkelige betingelser

En god matematisk definisjon ma ifelge det
tredje punktet inneholde bade nedvendige og
tilstrekkelige betingelser (Winicki-Landman &
Leikin, 2000; Poincaré, 1914; Zazkis & Leikin,
2008). Det betyr at definisjonen skal gjelde for
alle elementene man gnsker & definere, og bare
for dem. La oss ta folgende definisjon pa et kva-
drat som eksempel: «et kvadrat er en firkant der
alle sidene er like lange». Betingelsene at figuren
er en firkant, og at alle sider er like lange, er
nodvendige betingelser for kvadrat. Definisjo-
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Figur 2

nen inkluderer imidlertid ogsa figurer som ikke
er kvadrater, nemlig romber (der vinklene ikke
er rette). Definisjonen omfatter da noen elemen-
ter vi ikke onsker a inkludere, og inneholder
derfor ikke tilstrekkelige betingelser. Knyttet
opp til Figur 2 illustrerer den merkegra sirkel
A alle kvadrater. Den lysegra sirkelen B inne-
holder alle romber, som inkluderer alle kvadra-
ter. Definisjonen skal bare inkludere elementene
i A, men inkluderer feilaktig alle elementene i
béde A og B. At en definisjon ikke inneholder
tilstrekkelige betingelser, er en vanlig feil som
forekommer nar firkanter skal defineres (Zazkis
& Leikin, 2008). Videre kan vi se pa definisjo-
nen «et parallellogram er en firkant som har to
og to parallelle sider, og der vinklene ikke er
90°». Dette er et eksempel pa en definisjon med
tilstrekkelige, men ikke nedvendige betingelser.
Definisjonen garanterer at du ender opp med
et parallellogram, men det finnes ogsa spesi-
altilfeller av parallellogram som blir utelatt av
definisjonen - rektangler og kvadrater eksklu-
deres. Knyttet til Figur 2 kan vi si at i sirkel B
er alle parallellogram, men det er bare paral-
lellogrammene i sirkel A som blir inkludert av
definisjonen.

Minimumsdefinisjoner

En god definisjon skal ogsd inneholde sa fa
betingelser som mulig. Dette punktet gjen-
kjennes fra lereplanen LK20. Etter 6. trinn
skal elevene «beskrive [...] minimumsdefi-
nisjoner av to- og tredimensjonale figurer og
forklare hvilke egenskaper figurene har felles,
og hvilke egenskaper som skiller dem fra hver-
andre» (Kunnskapsdepartementet, 2019). Det
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finnes ingen liste med allmenn aksepterte mini-
mumsdefinisjoner péa firkanter, og det finnes
flere forskjellige minimumsdefinisjoner til hver
firkant (Zazkis & Leikin, 2008). Felles for alle
er at de inneholder ngdvendige og tilstrekkelige
betingelser, uten overflodig informasjon. Ta fol-
gende definisjoner pa en rombe som eksempel:

a) En rombe er en firkant der alle sidene er
like lange.

b) En rombe er et parallellogram der alle
sidene er like lange.

Her inneholder begge definisjonene nedvendige
og tilstrekkelige betingelser, men bare a) er en
minimumsdefinisjon. I definisjon b) er det ikke
nedvendig & papeke at det er et parallellogram.
Siden et parallellogram kan defineres som «en
firkant der to og to sider er parallelle», kan defi-
nisjon b) skrives om til «en rombe er en firkant
der to og to sider er parallelle og alle sidene er
like lange». Det er overflodig a peke pa at to og
to sider er parallelle, ettersom det folger av at
det er en firkant der sidene er like lange. Defi-
nisjon b) er derfor ikke en minimumsdefinisjon.
Det er kun kvadratet som kan skrives som en
minimumsdefinisjon ved bruk av andre refe-
ransepunkt enn firkant. Kvadratet kan nemlig
defineres med bade rektangel og rombe som
referansepunkt, og likevel vaere minimumsde-
finisjon.

Det er ogsé interessant 4 merke seg at LK06
ikke rettet ssmme oppmerksomhet mot mini-
mumsdefinisjoner. Der ble ikke minimumsdefi-
nisjoner nevnt, men formuleringer som sortere,
beskrive og analysere egenskaper ved todimen-
sjonale figurer var sentrale (Kunnskapsdepar-
tementet, 2006, s. 62—63).

Inkluderende og ekskluderende definisjoner
En matematisk definisjon kan vere inklude-
rende eller ekskluderende. La oss bruke et trapes
som eksempel. De Villiers (1994) understreker
at for 4 kunne ta stilling til om et trapes er
definert inkluderende eller ekskluderende, mé
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rektangler og kvadrater. Dette medforer at vi

kan gruppere firkanter i et hierarki (se figur 3),

slik at figurer nede i hierarkiet blir spesialtilfel-

/" ler av figurene over (de Villiers, 1994). Fordelene

\ med en slik hierarkisk tilneerming er at figurene

m nede i hierarkiet deler egenskaper med figuren
A over. Det betyr for eksempel at dersom vi utle-
\ der en formel for arealet til et trapes, kan vi
benytte denne formelen til bade parallellogram,

rektangel, rombe og kvadrat, uten a métte utlede

\ formelen til hver enkelt av figurene. I slike til-

feller vil det veere hensiktsmessig & benytte seg

\ av inkluderende definisjoner. Goldenberg et al.
s (2014) mener at & forsta anvendeligheten med
Rektangel inkluderende definisjoner er et mal i seg selv,
og at det er viktig at elevene far erfare fordelene

med den inkluderende klassifiseringen.
\ Definisjon d) er ekskluderende. Det medforer

at parallellogram, rektangler, romber og kvadrat
ikke blir definert som trapes, figurene blir sett
pa som uavhengige av hverandre. de Villiers
(1994, 2010) omtaler dette som partition classi-
fication, eller delt klassifisering®. Euklid benyttet
seg av denne typen klassifisering da han skrev
det presiseres om det er minst eller noyaktigto  det matematiske leereverket Elementene for ca.

Kvadrat

Figur 3

parallelle sider: 2300 &r siden (Joyce, 2021; Usiskin & Griffin,
2008). Euklids klassifisering kan illustreres som
¢) Ettrapes er en firkant med minst to paral- i Figur 4.
lelle sider. Her er en oblong alle rektangler som ikke er
d) Ettrapes er en firkant med neyaktig to kvadrater, og sa videre. Figurene blir sett pa som
parallelle sider. uavhengige av hverandre.

Selv om Euklid definerte firkanter eksklude-
Definisjon c) er inkluderende. Det vil si at defi-  rende, kan det se ut som at den moderne utvik-
nisjonen inkluderer parallellogram, romber, lingen av matematiske definisjoner gar mot at

Firkanter
Kvadrat Oblong Rhombus Romboide P Trapezia
Figur 4
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Figur 5: Egen oversettelse av Usiskin & Griffin (2008,
s.18)

firkanter skal defineres inkluderende. Usiskin &
Griffin (2008) viser for eksempel til Figur 5 som
en oversikt over hvordan firkanter blir definert.
Rodt linjestykke betyr at firkanten under stort
sett alltid blir regnet som et spesialtilfelle av
firkanten over. Blétt linjestykke betyr at det er
uenighet om hvorvidt firkanten under skal defi-
neres som et spesialtilfelle av firkanten over. Selv
om det er mange fordeler med & bruke inklude-
rende definisjoner, peker de Villiers (1994) pa at
ekskluderende definisjoner pa firkanter lettere
kan oppfylle Poincarés (1914) krav om at defi-
nisjonene skal veere mulige & forsta for elevene.
Det kan for eksempel veere krevende for elever &
forsta at et kvadrat ogsa er et rektangel.

Denne problematikken har blitt tatt opp i
van Hieles modell, en modell som blant annet
har som mél & belyse hvorfor mange elever kan
ha kognitive utfordringer i arbeid med geo-
metri (Fuys et al., 1986; Usiskin, 1982). Model-
len bestar av fem niva for geometriforstéelse, og
her er det serlig interessant & merke seg skil-
let mellom niva 2 og niva 3 i modellen. Elever
pé niva 2 i van Hieles modell kan identifisere
Figur 6 som et kvadrat®. Elevene vil imidlertid
ikke veere med pa at Figur 6 ogsa er et rektangel,
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Figur 6

selv om den tilfredsstiller alle kriteriene til et
rektangel. Elevene ma veere pa niva 3 i modellen
for de innser denne hierarkiske og inkluderende
sammenhengen (Fuys et al., 1986, s. 249). Ifolge
van Hieles modell kan vi med andre ord ikke ta
det for gitt at alle elevene forstar inkluderende
definisjoner pa firkanter. I tillegg til disse niva-
ene presenterer van Hiele noen egenskaper ved
dem (Usiskin, 1982), der det seerlig er verdt &
merke seg én egenskap: To personer som dis-
kuterer geometri pa forskjellige niva, vil ikke
kunne forsta hverandre, ifolge van Hiele. Dette
inneberer at en elev pa niva 2 ikke forstar en
forklaring som ligger pé nivé 3. Knyttet til defi-
nisjoner pa firkanter betyr det at dersom leere-
boka presenterer en definisjon som forutsetter at
elevene er pa niva 3, er det mange elever pa niva
1 og nivd 2 som ikke har mulighet til & forsta
denne definisjonen. Dette er med pé & under-
bygge de Villiers’ (1994) poeng om at eksklu-
derende definisjoner kan veere mer tilgjengelige
for noen elever.

Definisjoner pa firkanter

For & svare pa forskningsspersmalet vart om
hvordan firkanter defineres i norske lerebe-
ker, er vi avhengig av 4 avklare hva vi mener er
fullgode matematiske definisjoner for de ulike
firkantene. Det eksisterer ikke noen fasit pa hva
som er den ene rette definisjonen (Zazkis &
Leikin, 2008), men ifolge Winicki-Landman og
Leikins (2000) prinsipper for en god definisjon,
skal den inneholde nedvendige og tilstrekke-
lige betingelser, samtidig som den inneholder
sé fa betingelser som mulig. Videre virker det &
ga mot en konsensus i det matematiske miljoet
om at det ber brukes inkluderende definisjo-
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Geometrisk form | Minimumsdefinisjon

Firkant En firkant er en lukket figur i planet som bestar av fire punkter (tre punkt
kan ikke ligge pa samme linje) og fire rette linjestykker som knytter de fire
punktene sammen.

Trapes Et trapes er en firkant der minst to av sidene er parallelle.

Drage En drage er en firkant der to og to nabosider har samme lengde.

Parallellogram

Et parallellogram er en firkant der to og to sider er parallelle.

Rombe En rombe er en firkant der alle sider er like lange.
Rektangel Et rektangel er en firkant der alle vinklene er 90 grader.
Kvadrat Et kvadrat er en firkant der alle sidene er like lange, og alle vinklene er 90
grader.
Tabell 1

ner (Usiskin & Griffin, 2008). Basert pa dette
foreslar vi folgende kriterier for definisjoner pa
firkanter:

- Definisjonen inneholder nedvendige og
tilstrekkelige betingelser.

- Definisjonen er inkluderende.

- Definisjonen er en minimumsdefinisjon.

Pé& grunnlag av kriteriene har vi foreslatt mini-

mumsdefinisjonene pé firkanter som vist i

Tabell 1.

Metode

Vi har undersokt og analysert definisjoner av
firkanter i 24 leerebeker fra barne- og ungdoms-
trinnet.* Nar det gjelder utvalg av laerebeker,
brukte vi samme avgrensning som Kongelf
(2015, s 83), nemlig de fysiske klassetrinnsspe-
sifikke bekene som elevene bruker til 4 tilegne
seg kunnskap om matematikk i undervisnings-
situasjonen pa skolen. Alle de 24 lerebekene
vi undersekte, har vert knyttet til de to siste
lereplanene. Atte av leerebokene er utgitt etter
innferingen av LK20, og 16 av leerebgkene er
knyttet til LK06. Vi noterte definisjonene pa
figurene trapes, parallellogram, rektangel, kva-
drat, drage og rombe, og samlet resultatet i en
tabell. Her ble bare definisjonene tatt med, even-
tuelle figurer og oppgaver ble utelatt. Vi noterte
oss det imidlertid dersom laereboka inneholdt
oppgaver eller figurer som kunne indikere om

tangenten 1/2024

de hadde en inkluderende eller ekskluderende
tilneerming.

Nér det gjelder utvalg av lereboker, tok vi
utgangspunkt i de forskjellige forlagene vi har i
Norge, og undersokte om de hadde gitt ut leere-
beker i matematikk. Vi tok utgangspunkt i leere-
planene da vi valgte ut beker. Under leereplanen
LKO06 var geometriske figurer en del av kom-
petansemalene etter 5.-7. trinn og 8.-10. trinn.
I LK20 er geometriske figurer lagt til 6. og 9.
trinn. Vi tok derfor utgangspunkt i leerebgkene
til disse trinnene, og dersom vi ikke fant noen
av definisjonene, undersekte vi ogsa leerebgkene
pa trinnet under og over.

Siden det allerede eksisterer teorier om defi-
nisjoner pé firkanter i leerebeker (se for eksem-
pel Usiskin & Griffin, 2008), og fordi det eksis-
terer teorier om definisjoner (se for eksempel
Winicki-Landman & Leikin, 2000; Zazkis &
Leikin, 2008), valgte vi & gjennomfere en teo-
ridrevet innholdsanalyse (Hsieh & Shannon,
2005), der vi blant annet tok utgangspunkt i
Zazkis og Leikins (2008) rammeverk for ana-
lyse av matematikkleererstudenters definisjoner
pa kvadrater. Innholdsanalysen besto av to niva.
Pa det forste nivaet kartla vi hvilke leerebgker
definisjonene var fra, hvilken lereplanperi-
ode laereboka var fra, og hvilke figurer som ble
definert. Pa det andre nivaet undersekte vi om
definisjonene inneholdt nedvendige og tilstrek-
kelige betingelser, om de var inkluderende eller
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Megdvendige og tilstrekkelige
betingelser

Inkluderende [ ekskluderende

Type definisjon

NT: Neidvendige og tilstrekkelige
betingelser for figuren.

T: Tilstrekkelige betingelser, men

M: Nedvendige betingelser, men

ogsh ikke npdvendige betingelser,

ID: Inkluderende definisjoner.

TID: Tilsynalatende inkluderende
definisjoner.

ED: Ekskluderende definisjoner.

M: Minimumsdefinisjon

IM: Ikke minimumsdefinisjon

ikke tilstrekkelige.

F: Inneholder verken ngdvendige
eller tilstrekkelige betingelser

TD: Tvetydige definisjoner.

Tabell 2: Analyseverktoyet som ble benyttet.

ekskluderende, og om de var minimumsdefini-
sjoner (se Tabell 2).

Det forste vi sa pa da vi kodet pa niva 2, var
om den gitte definisjonen inneholdt nedvendige
og tilstrekkelige betingelser. En definisjon ble
kodet som NT dersom den var korrekt, T, N eller
F dersom definisjonen inneholdt mangler. Da vi
skulle kode om en definisjon var inkluderende
eller ekskluderende, ble koden inkluderende
definisjon (ID) brukt dersom leereboka brukte
tidligere figur i hierarkiet som referansepunkt.
Koden tilsynelatende inkluderende (TID) ble
brukt dersom definisjonen var NT eller N, men

ikke brukte tidligere figur som referansepunkt.
En definisjon kodet som ekskluderende (ED)
ble i alle tilfeller kodet som T eller F, da den
ville inneholde unedvendige betingelser som
utelukket enkelte figurer. Enkelte definisjoner
var derimot mindre klare nar det gjaldt om de
var inkluderende eller ekskluderende, hvilket
tilordnet dem i kodekategorien tvetydige defi-
nisjoner (TD). Nar det gjaldt type definisjon,
vurderte vi kun hvorvidt det var eller ikke var
en minimumsdefinisjon. For a bli kodet som en
minimumsdefinisjon matte definisjonen inne-
holde nedvendige og tilstrekkelige betingelser,

Definisjon Nedvendige og Inkluderende/ Type definisjon
tilstrekkelige ekskluderende
betingelser
e) En firkant der to sider er parallelle, og de T ED I
to andre sidene ikke er parallelle, kalles et
trapes.
f) Et parallellogram har to og to sidekanter N TiD I
som er like lange og parallelle. Motstaende
vinkler er like store.
g) | en rombe er alle sidene like lange. F ED I
Motstdende vinkler er like store, og
vinklene er ikke 90°
h) Et kvadrat er en rombe med rette NT D M
vinkler,

Tabell 3: Koding i analyseverktoyet.
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Antall definisjoner Prosent

LK20: 42 av 48 88 %

LKOG: 64 av 96 67 %

Totalt: 106 av 144 74 %

Tabell 4
Kvadrat Rektangel | Parallello- | Rombe Trapes Drage
gram
Antall definisjoner | 22 22 22 19 18 3
(av 24 mulige)

Tabell 5

og ikke noen overfledig informasjon. Eksempel
pa hvordan vi kodet i analyseverktoyet, kan sees
i Tabell 3.

Definisjon e) inneholder tilstrekkelige, men
ikke nedvendige betingelser (T). Definisjonen
vil kun omfavne trapes, men ekskluderer spe-
sialtilfeller av trapes (ED), for eksempel paral-
lellogram og rektangel. Det kan argumente-
res for at en slik ekskluderende definisjon er
riktig, men ut ifra vér tolkning av betingelser
pé definisjoner ma definisjonen veere inklude-
rende for & bli betegnet som korrekt. Definisjon
f) har noen nedvendige betingelser som gjor
at alle parallellogram vil bli dekket av defini-
sjonen (ogsé spesialtilfeller, derfor TID), men
den mangler én betingelse for a kun gjelde for
parallellogrammer - det ma vere en firkant.
Dersom det ikke presiseres, vil definisjonen
ogsé gjelde for alle reguleere mangekanter med
par antall sider. Definisjon g) inneholder verken
tilstrekkelige eller nedvendige betingelser (F).
Den mangler betingelsen firkant, og eksklude-
rer (ED) samtidig de spesialtilfellene av romber
som vi kaller kvadrat. Definisjon h) inneholder
bade nedvendige og tilstrekkelige betingelser.
Definisjonen bruker rombe som referanse-
punkt, og er dermed inkluderende, uten at den
tillegger unedvendige betingelser. Definisjonen
er dermed en minimumsdefinisjon, gitt at defi-
nisjonen av rombe er en minimumsdefinisjon.

Da analyseverktoyet var ferdig utviklet, ble
definisjonene forst kodet individuelt, for vi i
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fellesskap tok en endelig koding og diskusjon
pa eventuelle avvik. Analyseprogrammet NVivo
ble brukt til & skaffe en kvantitativ oversikt over
dataene, og videre foretok vi en kvalitativ ana-
lyse av definisjonene til et leereverk der dataene
skilte seg ut.

Resultater og diskusjon

Antall definisjoner

Vi tok utgangspunkt i definisjoner av 6 typer
firkanter fra 24 lerebeker, noe som utgjorde
24-6 = 120 mulige definisjoner. En oversikt over
faktisk antall definisjoner er gitt i Tabell 4.

Her ser vi at det bare er 74 % av de 144 figu-
rene som er definert. Det betyr med andre ord at
hver fjerde definisjon mangler. En oversikt over
antall definisjoner pr. figur gir ogsa interessant
informasjon:

I Tabell 5 ser vi at drage skiller seg tydelig ut.
Bare 3 av 24 leereboker definerer denne figuren.
Tar vi bort drage, ser vi at 103 av 120, altsa 86 %
av de resterende figurene, blir definert.

Videre kan det vaere verdt & merke seg at 6
av 24 leereboker ogsa lar vere & definere trapes,
og at det prosentvis er definert flere firkanter i
leereboker etter LK20 enn etter LK06.

Vi synes det er sarlig interessant at bare 3
av 24 leereboker definerer dragen. Leerebokene
er i stor grad med pa & pavirke norske lare-
res undervisning (Alseth et al., 2003; Kongelf,
2015; Mullis et al., 2012; Johansson, 2017), noe
som kan bety at dersom laerebokene neglisjerer
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Tilstrekkelige og Tilstrekkelige, men | Ngdvendige, men Verken
ngdvendige ikke ngdvendige ikke tilstrekkelige tilstrekkelige eller
betingelser (NT) betingelser (T) betingelser (N) ngdvendige
betingelser (F)
LK20 35 1 5 1
LKO6 45 3 13 3
Totalt: | 80 (75 %) 4 (4%) 18 (17 %) 4 (4%)
Tabell 6
Minimumsdefinisjon Ikke minimumsdefinisjon
LK20 22 20
LKO6 22 42
Totalt: [ 44 (42 %) 62 (58 %)
Tabell 7

dragen, vil den ogsa bli forbigatt av leererne. Vi
vet ikke om det & utelate dragen er et bevisst
valg av lerebokforfatterne, men vi etterlyser
i sa fall en diskusjon rundt dette. Blant argu-
mentene for a beholde dragen i leerebgkene er
figurens naturlige plass i firkantenes hierarki,
at dragens egenskaper kan benyttes under kon-
struksjoner, og ikke minst at det er positive
elevaktiviteter tilknyttet dragens egenskaper
dersom elevene skal lage en fysisk drage.

Nodvendige og tilstrekkelige betingelser

Vi undersokte ogsa hvor mange av de 106 defi-
nisjonene som var korrekte. Resultatet kan opp-
summeres i Tabell 6.

80 definisjoner, eller 75 % av definisjonene vi
fant, er korrekte definisjoner. Det betyr ogsa at
av 144 mulige definisjoner blir bare 80 definert
korrekt, noe som tilsvarer 56 %. Ser vi bort fra
dragen, er 80 av 120 mulige definisjoner riktig
definert, noe som utgjor 67 %.

Nar 75 % av de 106 faktiske definisjonene er
korrekte, betyr det at hver fjerde definisjon opp-
gitt i leerebpkene er mangelfull. Her er det verdt
a merke seg at 18 av de 26 mangelfulle definisjo-
nene ikke inneholder tilstrekkelige betingelser,
altsa at definisjonene ogsa omfavner elementer
vi ikke onsker & definere. Ifolge Zazkis & Leikin
(2008) er dette en vanlig feil knyttet til defini-
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sjoner av firkanter. I de fleste tilfellene der det
ikke er tilstrekkelige betingelser, presiserer ikke
definisjonen at det er snakk om en firkant, for
eksempel «alle vinkler er 90 grader» som en defi-
nisjon pa rektangel. Til leerebgkenes forsvar ma
det nevnes at flere av dem har begrepet Firkanter
som en tittel eller overskrift, sa det er underfor-
statt at definisjonen snakker om firkanter.

Minimumsdefinisjoner
Néar det gjelder minimumsdefinisjoner, kan
resultatet oppsummeres i Tabell 7.

Totalt sett er 42 % av definisjonene mini-
mumsdefinisjoner. Ser vi pa leereplanperiodene
hver for seg, er 52 % av definisjonene fra leerebe-
ker etter LK20 minimumsdefinisjoner, og 34 %
av definisjonene fra LK06 er minimumsdefini-
sjoner.

Nér vi ser pa figurene hver for seg, skiller
romben seg ut. Her er bare 3 av 19 definisjoner
minimumsdefinisjoner. Det utgjor ca. 16 %.

Her er det interessant a se at det er et sdpass
stort skille mellom prosentvis andel minimums-
definisjoner i leerebeker etter LK06 og LK20. En
medvirkende arsak til dette er sannsynligvis at
LK20 eksplisitt har med begrepet minimumsde-
finisjoner i kompetansemélene, noe LK06 ikke
har. Som vist i teoridelen kan det veere utfor-
drende a lage definisjoner som er tydelig inklu-
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Inkluderende Tilsynelatende Ekskluderende Tvetydig
inkluderende
LK20: | 14 20 2 7
LKO6: | 25 21 7 11
Totalt: | 39 41 9 17
Tabell 8
Kvadrat Rektangel Parallellogram | Rombe Trapes
Matematikk 6 | NT, TID, M NT, TID, IM NT, TID, IM NT,TD, M
Matematikk 9 | NT, ID, IM N, TID, IM F,ED,IM NT, ID, IM T,ED, IM

Tabell 9

derende samtidig som de er minimumsdefini-
sjoner. Dette gjelder seerlig for romber, der de
fleste definisjonene i leerebekene var av typen:

a) En rombe er en firkant der alle sidene er
like lange.

b) En rombe er et parallellogram der alle
sidene er like lange.

Som tidligere nevnt inneholder begge definisjo-
nene nedvendige og tilstrekkelige betingelser,
men det er bare a) som er en minimumsdefini-
sjon, siden det i b) ikke er nedvendig & presisere
at det er et parallellogram. Dette eksempelet
illustrerer et didaktisk problem for leerebokfor-
fatterne. Forfatterne onsker 4 folge lereplanen,
og dermed presentere minimumsdefinisjoner,
som for eksempel definisjon a). Samtidig ensker
de a hjelpe elevene til a forsta den hierarkiske og
inkluderende klassifiseringen av firkanter. Da
kan det forsvares & velge den tydelig inklude-
rende b), som kanskje gjor det lettere for elevene
a forstd at en rombe ogsa er et parallellogram.
Det er ogsd mulig & argumentere for det
motsatte, nemlig at definisjon b) er vanskeligere
for elever a forsta. Van Hiele (Fuys et al., 1986)
peker pd at det forst er pa niva 3 at elevene er
i stand til & forsta den hierarkiske og inklude-
rende klassifiseringen av firkanter. Elevene kan
heller ikke forsta en forklaring som ligger pa et
hoyere niva i modellen enn det de er pa selv.

tangenten 1/2024

Dersom elevene selv er pa niva 2, kan det derfor
argumenteres for at definisjon b) er umulig &
forsta for dem, siden det er en definisjon som
forutsetter at elevene er pa niva 3.

Inkluderende eller ekskluderende definisjoner
En oversikt over om definisjonene er inklude-
rende eller ekskluderende, er gitt i Tabell 8.

Av de 106 definisjonene er 80 kodet som
inkluderende eller tilsynelatende inkluderende.
Det utgjor ca. 75 % av definisjonene. Definisjo-
nene som ble kodet inkluderende, brukte en tid-
ligere figur i hierarkiet i definisjonene sine, og
dette medferte igjen at de faerreste av disse var
minimumsdefinisjoner.

Blant de tvetydige definisjonene finner vi 11
definisjoner pa trapes. Det innebzrer at 11 av
18 leereboker ikke tar tydelig stilling til om et
trapes skal ha noyaktig eller minst to parallelle
sider. Dette resultatet er med pa & styrke mis-
tanken fra innledningen om at det ikke er noen
konsensus om hvordan trapeset skal defineres.

En kvantitativ analyse av datamaterialet viser
med andre ord at de fleste norske leerebeker til-
synelatende har en inkluderende tilnaerming til
de fleste firkantene, selv om ikke alle tar tydelig
stilling til trapeset. Knyttet opp til Usiskin og
Griffins (2008) oversikt over hierarki for firkan-
ter er dette er forventet resultat. Vi fant imid-
lertid ni ekskluderende definisjoner, der seks av
disse er fra lerebeker fra Cappelen Damm. For
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parallelle.

Figur Definisjon i Matematikk 9 fra Cappelen Damm

Kvadrat Et kvadrat er et rektangel der alle sidene er like lange. Det vil si at grunnlinjen og
hgyden i kvadratet er like lange. Sidene kaller vi s.

Rektangel I et rektangel er alle vinklene 90°, og de motstaende sidene er like lange og

Parallellogram
like store, og de er ikke S0°.

| et parallellogram er to og to sider like lange og parallelle. Motstaende vinkler er

Rombe

En rombe er et parallellogram der sidene er like lange.

Trapes

Et trapes er en firkant der bare to av sidene er parallelle. | trapeset er sidene a og
b parallelle. Hoyden h er avstanden mellom de to parallelle sidene. Hgyden star
alltid vinkelrett pa de parallelle sidene a og b.

Tabell 10: Alle definisjoner er sitert direkte fra Matematikk 9. (Hjardar & Pedersen, 2020, s. 94; s. 100; s. 104; s. 107; s.

108)

a kunne belyse bruken av ekskluderende defini-
sjoner i storre grad foretok vi en kvalitativ ana-
lyse av laereverkene Matematikk 6 (Gulbrandsen
etal,, 2020) og Matematikk 9 (Hjardar & Peder-
sen, 2020) fra Cappelen Damm.

Bruken av ekskluderende definisjoner
I de to laereverkene ble definisjonene av firkan-
tene kodet som vist i Tabell 9.

I Matematikk 6 blir det brukt en tilsynela-
tende inkluderende definisjon om bade kva-
dratet, rektangelet og parallellogrammet. Defi-
nisjonene henviser til firkantenes egenskaper,
uten at de ekskluderer spesialtilfeller. Kvadrat
og rektangel blir presentert samtidig, der kva-
dratet blir omtalt som et rektangel i en tekst
som star under definisjonene. I tillegg til dette
har boka en klassifiseringsoppgave der elevene
skal gi navn til forskjellige firkanter. Her presi-
serer lererveiledningen at noen av figurene kan
ha flere navn. Det er med andre ord en tydelig
inkluderende tilneerming i Matematikk 6.

I Matematikk 9 blir det brukt en inklude-
rende definisjon pa kvadratet og romben, en
tilsynelatende inkluderende definisjon pa rek-
tangelet og en ekskluderende definisjon pa
parallellogram og trapes, som vist i Tabell 10.

Kvadratet blir definert som et spesialtilfelle
av rektangelet, og romben blir definert som et
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spesialtilfelle av parallellogrammet. En tydelig
inkluderende tilnerming. Videre ekskluderer
de enhver mulighet for kobling pa tvers av disse
gruppene, samt koblingen til trapes. I stedet for
en hierarkisk oppbygging har de gruppert kva-
drater og rektangler, romber og parallellogram,
og trapes for seg selv. Matematikk 9s inndeling
av firkanter er en plass mellom hierarkisk inn-
deling og delt klassifisering (de Villiers, 1994),
og er forsekt illustrert i Figur 7.

Det er ogsa verdt a merke seg at definisjonene
til rektangel og parallellogram ikke inneholder
tilstrekkelige betingelser, de presiserer ikke at
det er snakk om firkanter. Dette innebzrer at
béade kvadratet og romben bygger definisjonen
sin pa figurer som er mangelfullt definert. Det
kan da settes sporsmalstegn ved om disse defi-
nisjonene er korrekte, selv om definisjonen til
kvadrat og rombe isolert sett inneholder bade
nodvendige og tilstrekkelige betingelser. Mate-
matikk 9s definisjoner har bade inkluderende
og ekskluderende tilnserming, i tillegg til at flere
av dem er mangelfulle. Dette er problematisk
pé flere omrader. For det forste far ikke elevene
mulighet til & oppdage kraften bak en inklude-
rende tilnerming (Goldenberg et al., 2014). For
det andre begrenser det elevenes muligheter til a
strekke seg mot niva 3 i van Hieles modell (Fuys
etal., 1986), og for det tredje kan feil i leereboker
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veere med pa 4 skape misoppfatninger hos elev-
ene (Kongelf, 2015).

Dersom vi sammenligner Matematikk 6 og
Matematikk 9, kan det se ut som det et behov
for en felles forstaelse for hvordan vi definerer
firkanter. Ikke bare pé tvers av leereverk, men
ogsa innad i samme laereverk. Det vil veere for-
virrende for elevene nér de i sjette klasse leerer
at et rektangel ogsa er et parallellogram, for
sd a mote en definisjon i niende klasse der det
understrekes at dette ikke er tilfellet. En dyktig
leerer kan likevel benytte seg av den tidvis for-
virrende definisjonsbruken i leerebekene til a
legge til rette for bade diskusjon og leering hos
elevene. Dette stiller imidlertid krav til at leere-
ren selv har identifisert at leerebgkene kan ha
upresise definisjoner.

Konklusjon og implikasjoner

Med bakgrunn i en kvantitativ analyse av hele
datamaterialet og en kvalitativ analyse av deler
av det vil vi peke pa folgende funn:

Av alle de mulige definisjonene pa firkanter i
laerebokene blir 74 % definert. Dragen er en fir-
kant som blir definert i bare 3 av 24 leereboker.

Hver fjerde definisjon i leerebekene er man-
gelfull. De fleste av disse definisjonene mangler
tilstrekkelige betingelser.
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42 % av definisjonene er kodet som mini-
mumsdefinisjoner. Her er det verdt & merke seg
to ting. For det forste er det prosentmessig flere
minimumsdefinisjoner i leereboker etter LK20.
For det andre kan det se ut til at det er vanske-
lig & lage en minimumsdefinisjon samtidig som
den er tydelig inkluderende.

De fleste leereboker definerer firkanter inklu-
derende. Mange laerebeker tar imidlertid ikke
stilling til om trapeset skal defineres inklude-
rende eller ekskluderende.

Det eksisterer store forskjeller pd hvordan
firkanter defineres bade pa tvers av leereverk og
innenfor ett og samme leereverk.

Summen av disse funnene forteller oss at
norske leereverk ikke har tatt et tydelig stand-
punkt til hvilke firkanter som skal defineres,
og hvordan de skal defineres, og at det dermed
ikke finnes en felles forstaelse pa tvers av lere-
verkene. Spesielt trapeset virker ubestemmelig
i norske leerebeker. Det er nok for mye a hape
pé at alle leereverkene fir en felles forstielse for
hvordan firkanter skal defineres, men definisjo-
nene ma veare korrekte, og det bor i det minste
veere en konsensus om hvordan de defineres
innenfor ett og samme lereverk.

Etter & ha analysert definisjonene fra leerebe-
kene forstar vi at den manglende konsensusen
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til definisjoner av firkanter kan gjore det utfor-
drende for leerere & legge til rette for undervis-
ning som er med pa & bygge opp elevenes geo-
metriforstaelse knyttet til firkanter. En implika-
sjon av denne forskningen er at det er et behov
for en felles forstaelse for hvordan vi definerer
firkanter i norske matematikklerebgker.

Nar det gjelder videre forskning, hadde det
veert interessant a underseke bruken av defini-
sjoner knyttet til andre omrader enn firkanter.
Ligger det en klar og korrekt matematisk tanke
bak de andre definisjonene vi finner i leerebo-
kene? Det ville ogsé vert interessant & under-
soke hvordan lerere benytter seg av definisjo-
nene i leerebgkene, og hva leerebokene har a si
for utviklingen av elevenes geometriforstaelse.

P& Jeeren vil man fremdeles kunne ga til
gronnsakhandleren og be om epler, men som
med matematiske definisjoner vil man gjore lurt
i & presisere hva slags epler man ensker seg.

Noter

1 Pa disse firkantene gjelder falgende: Vinkler som ser

rette ut, er rette, sider som ser like lange ut, er like
lange, og sider som ser parallelle ut, er parallelle.
Var oversettelse.

Gitt at alle vinkler er rette og alle sider er like lange.
Laereverkene som ble analysert, er: Matemagisk
8-10, Matemagisk 1-7, Matematikk 8-10, Matema-
tikk 1-7 (fra Cappelen Damm), Matematikk 1-7 (fra
Barentsforlaget), Volum 1-7, Multi 1-7 og Maximum
8-10, som er revidert etter LK20, og Sirkel 8-10,
Tetra 8-10, KodeX 8-10, Nye Mega 8-10, Radius
1-7, Abakus 1-7, Matemagisk 1-7, Matte overalt 1-7,
Maximum 8-10, Multi 1-7, Faktor 8-10, Nummer
8-10, Nummer 8-10 (parallellbok), Tusen millioner
1-7, Grunntall 8-10 og Kasparia 1-7, som er revidert
etter LKOG6.
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